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ة ال  سابعةالمحاضر

 تابع اللوغاريتم العقدي: 

ه لو   𝑏نقول عن عددٍ عقدي  تعريف: 
ّ
  ونكتب 𝑎غاريتم لعدد عقدي غير معدوم إن

 𝑏 = 𝑙𝑜𝑔 𝑎  إذاا كان𝑒𝑏 = 𝑎 . 

𝑙𝑜𝑔 من الواضح أن 𝑏إذا كان و غير معرّف،  0 = 𝑙𝑜𝑔 𝑎  
ّ
𝑏فإن + 2𝜋𝑘𝑖 = 𝑙𝑜𝑔 𝑎  لأجل أي

 : ن. حيث أ𝑘عدد صحيح 

 

𝑒𝑏+2𝜋𝑘𝑖 = 𝑒𝑏 = 𝑎 

 
ّ
ي أن

𝑙𝑜𝑔لــ  وهذا يعن  𝑎   غير منته من القيم. عددا 

𝑙𝑜𝑔(1 مثال:  + 𝑖) = 𝑙𝑛√2 + 𝑖(
𝜋

4
+ 2𝜋𝑘)  

ّ
 : لأن

𝑒𝑙𝑛√2+𝑖(
𝜋

4
+2𝜋𝑘) = 𝑒𝑙𝑛√2𝑒𝑖(

𝜋

4
+2𝜋𝑘) = √2𝑒𝑖

𝜋

4 = 1 + 𝑖 

 : العقدي التابع اللوغاريتم  

  
 
،  𝑙𝑜𝑔ونرمز له بـ  العقدي لتابع اللوغاريتمي ابلوغاريتمه،  ∗ℂمن  𝑧الذي يقرن كل  التابع سمّي ن

 :
ّ
 أي أن

𝑙𝑜𝑔: ℂ∗
           
→   ℂ ∶  𝑧

         
→  𝑤 = 𝑙𝑜𝑔 𝑧    

ي القيم(. التابع متعدد هذا 
 قيم )بل لانهائ 

  والتخيل  
 لتابع اللوغاريتم العقدي: إيجاد الجزأين الحقيق 

𝑤لتكن  = 𝑙𝑜𝑔 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 
ّ
 : ، عندئذٍ فإن

𝑤 = 𝑙𝑜𝑔 𝑧 ⟺ 𝑒𝑤 = 𝑧 ⟺ 𝑒𝑢+𝑖𝑣 = |𝑧|𝑒𝑖𝐴𝑟𝑔 (𝑧) 

                    ⟺ 𝑒𝑢 = |𝑧|  , 𝑣 = 𝐴𝑟𝑔 (𝑧) + 2𝜋𝑘 ∶ 𝑘 ∈ ℤ 

 
ّ
|𝑧|بما أن >  : وبالتالي  موجود  𝑢، إذن 0

𝑙𝑜𝑔 𝑧 = 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 = 𝑙𝑛 |𝑧| + 𝑖(𝐴𝑟𝑔 (𝑧) + 2𝜋𝑘)  ∶ 𝑘 ∈ ℤ 

 لــ  هذه المساواة
ّ
𝑙𝑜𝑔تبيرّ  أن 𝑧 غير منتهٍ من القيم، كل قيمة لــ  ا عدد𝑘  لــ قيمة تعطي𝑙𝑜𝑔 𝑧 

𝑘. تسم القيمة الموافقة لـ  𝑘لـ تسم القيمة الموافقة  = 𝑙𝑜𝑔لــ بالقيمة الرئيسية  0 𝑧  ويرمز

𝐿𝑜𝑔لها بـ  𝑧 .  على سبيل المثال𝐿𝑜𝑔(1+ 𝑖) = 𝑙𝑛√2 + 𝑖
𝜋

4
 . 

 غير التحليلية:  اللوغاريتم   التابعفروع 

  إذا  
ّ
ي قاعدة ربط  𝑘نا ثبت

𝑙𝑜𝑔 ف  𝑧 مز له بــ ولعلى تابعٍ وحيد القيمة،  السابقة نحصل  .  𝑔𝑘ي 

 صحيح ا عدد 𝑘0 فإذا كان
 
 كيفي  ا

 
 مثبت ا

 
  ا

ّ
𝑔𝑘0التابع  فإن : ℂ

∗ ⟶ ℂ المعرف بالمساواة : 
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𝑔𝑘0(𝑧) = 𝑙𝑛|𝑧| + 𝑖 (𝐴𝑟𝑔 (𝑧) + 2𝜋𝑘0)… (∗) 

سمّيه، وحيد القيمة 
 
 فرع ن

 
 . 𝑙𝑜𝑔غير تحليلىي لتابع اللوغاريتم العقدي  ا

سمّي أي تابع 
 
 : بالشكل ∗ℂمعرّف على  𝑓𝛼كما ن

𝑓𝛼(𝑧) = ln|𝑧| + 𝑖(𝜃) ∶  𝜃 = arg 𝑧 ∈]𝛼,𝛼 + 2𝜋]  

، فرع 𝛼وحيث  ي
ي كيق 

 ثابت حقيق 
 
𝑙𝑜𝑔غير تحليلىي لــ  ا  : من الواضح .  

𝑔0(𝑧) = ln|𝑧| + 𝑖(𝐴𝑟𝑔𝑧 + 2𝜋(0)) = 𝑓−𝜋(𝑧) 

 
ّ
𝑓−𝜋(𝑧)   :                                                          لأن = ln|𝑧| + 𝑖𝜃 : 𝜃 ∈] − 𝜋, 𝜋[ 

  :   𝒈𝟎المستقر الفعل  لــ 

𝑔0(𝑧) = 𝐿𝑜𝑔 (𝑧) = 𝑙𝑛|𝑧| + 𝑖 (𝐴𝑟𝑔 (𝑧)) 

 
ّ
ي 𝑔0)منطلق  ∗ℂالمجوعة  𝑧ه إذا مسحت ونلاحظ أن

u( فإن الجزء الحقيق  = ln|𝑧|  لـ𝑔0 

[سيمسح المجال  − 𝑣 جزءه التخيلىي  ، وإن ]∞,∞ = 𝐴𝑟𝑔 (𝑧)  المجالسيمسح 

 ] − 𝜋, 𝜋]ستمسح : .  بالنتيجة𝑔0(𝑧)  ي
 : الشريط الأفق 

𝑆0 = {w ∈ ℂ ∶ 𝐼𝑚𝑤 ∈] − 𝜋,𝜋]} 

𝐼𝑚 (𝑤)وهو الشريط المحصور بير  المستقيمير  الأفقيير   = −𝜋  (،سفلى)حافة 

𝐼𝑚 (𝑤) = 𝜋  سم هذا الشريط الشريط السفلى. ي  ا ودون مع حافته العلي (عليا)حافة

ي المستوي
 . الرئيسي ف 

  : مهم تمرين
ّ
هو نصف المستقيم  𝐷𝛼، حيث 𝐷𝛼غير مستمر عند أي نقطة من  𝑓𝛼أثبت أن

arg(𝑧) = 𝛼 مع المبدأ، أي : 

𝐷𝛼 = {z ∈ ℂ ∶ a𝑟𝑔z = 𝛼 ∨ 𝑧 = 0} 

𝑧0ليكن  الحل:  ∈ 𝐷𝛼 :  ، عندئذٍ نمّير  الحالتير 

𝑧إذا كان  (1 = 0 
ّ
 𝑧0غير مستمر عند  𝑓𝛼، فإن

ّ
 غير معرّف عندها.  𝑓𝛼، لأن

𝑧إذا كان  (2 ≠ 0 
ّ
𝑧0،، عندئذٍ فإن = |𝑧0|𝑒

𝑖𝛼  
ّ
 : وإن

𝑓𝛼(𝑧0) = ln|𝑧0| + 𝑖(𝛼 + 2𝜋) 

𝑧لنأخذ  = |𝑧0 |𝑒
𝑖(𝛼+𝜖) ∉ 𝐷𝛼  عندئذ ،𝑧 ∈ 𝑐(0, |𝑧0 ,𝑐(0حيث  ، (| |𝑧0|) 

ي مركزها المبدأ ونصف قطرها 
 و ، |𝑧0|الدائرة الن 

ّ
 : إن

𝑓𝛼 (𝑧) = ln |𝑧0| + 𝑖(𝛼 + 𝜖) 

𝑙𝑖𝑚 النهاية و ، 𝑧0تسعى إل  𝑧 إل الصفر وهذا يكاف   أنتسعى  𝜖 بجعل 
𝑧→𝑧0

𝑓𝛼(𝑧)  ي
ف 

 : وجودها يجب أن تساويحال 

𝑙𝑖𝑚
𝜖→0

(ln |𝑧0| + 𝑖(𝛼 + 𝜖)) = ln |𝑧0| + 𝑖(𝛼) ≠ 𝑓𝛼 (𝑧0) 
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 . 𝑧0غير مستمر عند  𝑓𝛼ه نوم

 : نتيجة
ّ
( 𝑓𝛼جميع التوابع  إن إلا أنها غير مستمرة  ∗ℂمعرفة عل  )فروع التابع اللوغاريتم 

، ولذلك سميت فروعا غير 𝐷𝛼عند نقاط  𝑓𝛼 لعدم استمرار  ∗ℂوبالتال  غير تحليلية عل 

 .  تحليلية للتابع اللوغاريتم 

 : اللوغاريتم  التحليلية التابعفروع 

هنة:    مير
ّ
𝐿𝛼التابع إن = 𝑓𝛼|ℂ\𝐷𝛼 المنطقة تحليلىي على ℂ\𝐷𝛼  لأجل كل𝛼 ∈ ℝ ، 

 
 : وإن

𝐿′𝛼(z) =
1

z
∶ ∀𝑧 ∈ ℂ\𝐷𝛼  

 . ℂ\𝐷𝛼على  𝑓𝛼 هو مقصور   𝑓𝛼|ℂ\𝐷𝛼حيث 

 الإثبات: 

ℎ𝛼لنأخذ التابع  = 𝑒
𝑧|𝑆∝ حيث 𝑆∝   : ي

 هو الشريط الأفق 

            𝑆∝ =] −∞,∞[× 𝑖]𝛼,𝛼 + 2𝜋[= {𝑤 ∈ ℂ ∶∝< 𝐼𝑚 (𝑤) <∝ +2𝜋} 

هو    𝐿𝛼الفعلىي لـ وإن المستقر  ℂ\𝐷𝛼 هي  ℎ𝛼وبالتالي وفق   𝑒𝑧وفق  ∝𝑆الشريط ن صورة إ

𝑆∝   .)أ كما و . )أثبت ذلك 
ّ
 : ن

𝐿𝛼(ℎ𝛼(𝑧)) =  𝑓𝛼(𝑒
𝑧) = 𝑙𝑛|𝑒𝑧| + 𝑖𝜃 ∶  𝜃 = (𝑎𝑟𝑔𝑒𝑧) ∈  ]𝛼, 𝛼 + 2𝜋[ 

                       = 𝑙𝑛 (𝑒𝑅𝑒𝑧) + 𝑖𝐼𝑚 (𝑧) = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑧 

𝐿𝛼(ℎ𝛼(𝑧))أي أن   = 𝑧  لأجل كل𝑧  من𝑆∝ كذلك لأجل كل .𝑧  منℂ\𝐷𝛼  لدينا : 

ℎ𝛼(𝐿𝛼(𝑧)) = 𝑒
(𝐿𝛼(𝑧)) = 𝑒(𝑓𝛼(𝑧)) = 𝑒𝑙𝑛|𝑧|+𝑖𝜃  ∶    𝜃 = 𝑎𝑟𝑔𝑧𝜖 ]𝛼, 𝛼 + 2𝜋[  

                                                            = 𝑒𝑙𝑛|𝑧|𝑒𝑖𝜃 = |𝑧|𝑒𝑖𝜃 = 𝑧       

 .  ℎ𝛼عكسي لــ التابع ال هو  𝐿𝛼 مما سبق نجد أن

ي 
هنة الن    𝑓 كان   ا : " إذنصها وحسب المير

ا
  تقابلا

ا
𝑓(𝑤)و  𝑤عند للاشتقاق  قابلا ≠ 0  

ّ
 فإن

𝑧قابل للاشتقاق عند  𝑔  كسي تقابله الع = 𝑓(𝑤)  
ّ
�́�(𝑧): وإن =

1

𝑓′(𝑤)
=

1

𝑓′(𝑔(𝑧))
نجد  "،

 
ّ
 : ن وأ ، وبالتالي تحليلىي عليها،  ℂ\𝐷𝛼قابل للاشتقاق على المجموعة المفتوحة  𝐿𝛼  أن

𝐿′𝛼(𝑧) =
1

ℎ𝛼
′ (𝐿𝛼(𝑧))

=
1

𝑒𝐿𝛼(𝑧)
=
1

𝑧
 

 
ّ
ℎ𝛼و  ∝𝑆تقابل قابل للاشتقاق على  ℎ𝛼 حيث أن

′ (𝑧) = 𝑒𝑧 ≠  . ∝𝑆من  𝑧لأجل كل  0

 تسمية
 
  𝐿𝛼 (𝛼 كل تابع سمّي : ن

 
ي مثبت( فرعا

ي كيق 
  حقيق 

 
للتابع اللوغاريتمي  ℂ\𝐷𝛼على  تحليليا

𝑙𝑜𝑔𝑧 لأجل كل عدد صحيح . وبشكل خاص ، 𝑘 سمّي التابع
 
  𝐿∝=−𝜋+2𝜋𝑘  ن

 
 تحليليا

 
فرعا

 لــ 𝑙𝑜𝑔 لــ
 
 .  𝑘 موافقا
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 : لفرع الرئيس  للتابع اللوغاريتم  ا

𝑘  الفرع الموافق لــ سمّ ي    = :   . 𝐿𝑜𝑔  رمز له بــ، وي𝑙𝑜𝑔  الفرع الرئيسي لــ  0
ّ
 أي أن

𝐿𝑜𝑔: ℂ\𝑜𝑥−
          
→  ℂ ∶   𝐿𝑜𝑔 𝑧 = ln |𝑧| + 𝑖 𝐴𝑟𝑔 (𝑧)       

𝐷𝛼=−𝜋حيث أن  = 𝑜𝑥
 . (𝑜𝑥ر )الجزء غير الموجب من المحو  −

 
ّ
1ئيسي عند  قيمة فرع اللوغاريتم الر إن + 𝑖  هي :  𝐿𝑜𝑔(1+ 𝑖) = ln(√2) + 𝑖

𝜋

4
  

1بينما اللوغاريتم لـ   + 𝑖  : يعط بـ  

𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑖) = ln(√2) + 𝑖 (
𝜋

4
+ 2𝜋𝑘) 

 ملاحظة: 

 اقتطاع نصف المستقيم 
ّ
، المبدأ ول من المستوي العقدي يمنع الدوران دورة كاملة ح 𝐷𝛼إن

𝑧نقطة أي يمنع الانطلاق من أي  ∈ ℂ \𝐷𝛼  دون حول المبدأ ها بدورة كاملة يلإوالعودة

 هذه  . 𝐷𝛼أي دون قطع  ℂ \𝐷𝛼الخروج من 
ّ
جديد  الدورة لو تمّت لحصلنا على قياسٍ حيث أن

ي الفرع  𝑧لزاوية 
سمّي المبدأ نقطة تفرع ا𝐿𝛼مغايرة لتلك المسموح بها ف 

 
، 𝑙𝑜𝑔لتابع ، لذلك ن

سمّي 
 
 . 𝑙𝑜𝑔مستقيم تفرع للتابع  𝐷𝛼 ون

 اقتطاع أي منحن بشكل عام،
ّ
ات ويذهب إل اللانهاية دون بدايته مبدأ الإحداثي 𝐶 مستمر  إن

𝑧نقطة أي  الانطلاق من سيمنعنفسه قطع أن ي ∈ ℂ \𝐶  حول والعودة إليها بدورة كاملة

سمّي ℂ \𝐶دون الخروج من المبدأ 
 
ي ، لذلك ن

ي  𝐶 المنحن 
 تفرع. منحن 

 نتيجة: 

قت الخاصة التالية: ℂجزئية من  𝐺فرع تحليلىي على منطقةٍ  𝑙𝑜𝑔ـــ لـيكون  
ّ
 ، إذا تحق

والعودة إليها بدورة كاملة حول المبدأ دون الخروج من  𝐺من  𝑧نقطةٍ  أي لا يمكن الانطلاق من

𝐺 . 

 عليها؟ تحليلىي للتابع اللوغاريتمي فهل يوجد فرع ، −𝑂𝑥  لا تحوي منطقة 𝐺إذا كانت  : تمرين

ه لا يوجد 
ّ
الانطلاق منها والعودة إليها بدورة   يمكن 𝐺من  أي نقطةنعم يوجد فرع تحليلىي لأن

 ، أي دون الخروج منها. −𝑂𝑥كاملة حول المبدأ دون عبور 

 : ملاحظة

 نقاط التفرع لتابعٍ معرّف بعلاقة من الشكل: 
ّ
 إن

𝑓(𝑧) = 𝑙𝑜𝑔(𝑔(𝑧)) 

𝑔(𝑧)هي حلول المعادلة أي  𝑔أصفار هي  تابع وحيد القيمة، 𝑔حيث ،  = 0 .  
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دورة  ب والعودة إليها نقطة منها أي طلاق من الان على أي منطقة لا يمكن يليةع تحلو فر   𝑓لــ 

على  𝑓، والمشتق لأي فرع لــ دون الخروج من تلك المنطقة  𝑓لــ أي نقطة تفرع  حول كاملة

 ي عط المساواة: طقة منمثل تلك ال

𝑓 ′(𝑧) =
𝑔′(𝑧)

𝑔(𝑧)
 

 

ة السابعة.   . ...انتهت المحاض 


